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1. Généralites

La principale application des calculs statistiques au niveau |UT est la méthode des moindres carrés. Pour introduire
cette technique, nous allons éudier dans ce chapitre les univers aléatoir es. Dans ces univers, chaque mesure n'est pas
reproductible, les résultats d’ une expérience donnée sont sensibles a de nombreuses causes différentes. Par exemple, s
on mesure le nombre de collisons par seconde sur un réseau ethernet, on ne trouvera jamais la méme valeur. Elle
dépend du nombre de machines connectées au réseaux, du nombre de trames que chaque machine génére et de
beaucoup d' autres facteurs.

L es paramétres numériques (moyenne, variance, covariance, €tc...) gue nous serons amenés a définir, nous permettrons
de caractériser plus précisément les phénomenes al éatoires étudiés.

1.1. Définitions

L es termes employés en statistique sont empruntés au langage utilisé pour le recensement des personnes. On étudie une
population donnée (une partie d'un univers aléatoire) et on sintéresse a un caractére précis des individus qui la
compose. Le sous-ensemble d'individus sur lequel porte les mesures s appelle |’ échantillon.

On peut faire:
de I' échantillonnage exhaustif ou I'on prend en compte le caractére d'un individu dans la population privée des
individus déja sondés (tirage sans remise).
de I’ échantillonnage non exhaustif ol I'on préléve au hasard un individu dans la population totale a chaque fois
(tirage avec remise).

On recuellle pendant cet échantillonnage des données qui peuvent étre classées en deux ensembles:

- les données qualitatives qui donnent des informations non vraiment mesurables que I’ on range par catégories. Par
exemple, s on éudie le golt du beaujolais nouveau, on peut dire qu’il est bon, qu’il pique, qu’il a godit de banane,
etc...
les données quantitatives qui ont une valeur numérique que I’ on peut mesurer ou compter. On peut distinguer dans
ce cas, les variables discontinues qui prennent leurs valeurs dans un ensemble fini et les variables continues qui
appartiennent a un ensemble infini de valeurs. Par exemple, le nombre d’appels téléphoniques par heure a un
standar d est une variable discontinue, alors que la dur ée de chaque appel est une variable continue.

Dans les paragraphes suivants, nous allons nous intéresser respectivement a un caractére unique puis a deux caracteres
simultanément. Nous essayerons enfin de relier deux variables entre elles par une courbe de régression.

2. Statistiquesaunevariable

Par convention, on notera le nom du parametre étudié en majuscule et une de ses valeur s en minuscule. Les résultats de
I” échantillonnage sont réunis dans un tableau, en faisant apparaitre en face de la valeur du caractere éudié X, I’ effectif
n; que |’ on a mesuré (soit e nombre de fois que ce caractére est apparut au cours de |’ échantillonnage).

Il est parfois utile de rassembler les mesures en classes, ¢'est a dire de regrouper par intervalles les effectifs, pour avoir
une meilleure appréciation des mesures.

Afin de pouvoir comparer des échantillons différents, on calcule souvent la fréguence relative qui et le rapport entre
I" effectif et le nombre total de mesures N.

f. :% avecN=3 n,

L'exemple qui suit, montre les différentes représentations graphiques que I'on peut faire. On a relevé la taille des
personnes d’ un groupe de 100 éudiants. On a utilisé des intervalles de taille différentes, et on a prisle milieu de chaque
classe comme valeur numérique de lataille.

Classe (début) 14 1,6 1,7 1,8 1,85 19 2
Classe (fin) 1,6 1,7 1,8 1,85 1,9 2 2,2
Largeur des classes (m)| 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05 0,1 0,2
Taille des étudiants (m) 15 1,65 1,75 | 1,825 | 1,875 | 1,95 2,1 Effectif total

Effectif 6 10 19 30 18 15 2
Fréquence 6,00% | 10,00%) 19,00%] 30,00%] 18,00%| 15,00%] 2,00%
Fréguence cumulée 6,00% | 16,00%| 35,00%]| 65,00%| 83,00%] 98,00%| 100,00%
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2.1. Parametre de tendance moyenne
C' est la moyenne arithmétique des valeurs du caractére étudié.

[o]
a. r]i'Xi
i

X|

X|

f.x

_,QJO Z||_\

Pour notre exemple:
X = 1%0 (6*15+10*1,625+...2* 2,1) =1,807

On peut démontrer que :

aX+b=aX+bavecabl A

2.2. Lamédiane

C'est lavaleur pour laguelle la fréquence cumulée est de 50 % . Lorsque I'on a des classes, on cherche la classe médiane
(la premiére pour laquelle la fréquence cumulée est supérieure a 50 %). En supposant que la répartition des valeurs est
uniforme dans la classe, |la médiane sobtient par interpolation linéaire.

Dans notre exemple, la classe 4 est la classe médiane[1,8-1,85].

Lamédianeest dlors: M = 1,8 + 0,05*(0,5 - 0,35)/0,3 = 1,8250.

2.3. Lemode

C'est le caractere ou la classe de plus haut effectif. Pour I’ exemple éudié, la classe modale est auss ]1,8-1,85].
24.  Paramétrededispersion

C'est I écart-type s ou laracine carrée de la variance (moyenne quadratique des écarts a la moyenne).

Var(X) =%é n.(x - X)?

Var(X) =%é N2 - 2.%.X+X)
— —2
1o 5, 2Xo X 0. lo ., w2 <2
Va(X)=—gn.x-—gx+—.qql=—gn.x-2X +X
(X) Nai. RAT a X N a Nai. i X

=2

Var(X):%é nx2-X =8 f.x2- X

Sy =+ Var(X)

Pour notre exemple:

Var(X) = %.(6* 157 +10* 1,625°+...2* 2,1%) - 1,807% = 0,0145
s, =0,1202

On peut démontrer que :

Var(a. X +b) =a’.Var(X)

S aX+b = |d$ X
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3. Statistiques a deux variables

On éudie simultanément deux caractéres X et Y. On rassamble les données dans un tableau a double entrée : la
variable X est indicée petit i, lavariable Y petit j. Pour chaque couple (X;,Y;), on reléve I’ effectif nj.

Caractere Y j=1 j=2 j=3 j=4
Caractere X -2 0 3 7 ni* Yi
i=1 -8 141 58 199 -1,42
i=2 -4 567 98 17 682 -1,59
i=3 0 57 320 38 415 0,00
i=4 5 19 165 16 200 3,04
i=5 11 165 80 76 321 2,40
i=6 18 36 36 7,00
n*j 765 660 300 128 1853
Xj -4,44 1,60 5,46 12,22

On définit les valeurs suivantes :

N:éénijdni*:é nijan*j:é. nij

[ J

3.1. Caractéristiques marginales
Ce sont des calculs qui portent uniquement sur un seul caractére.

5 1 O O o]
X:_aanu Xlz_anl* X;
N i j i

1o N
Var(X)=—a n..x; - X

Pour notre exemple:

- 1
X = ———((199* (- 8) +682* (- 4)+...+36* 18) = 0,4636
1853 (1997 (-8) (-4) )

Var(X) = Flsz .(199* (- 8)? +682* (- 4)*+...+36% 18%) - 0,4636° = 42,5012
s, =6,5193

3.2. Caractéristiques conditionnelles
Les calculs sont fait pour une valeur particuliére du deuxieme parametre.

— — 1 0
Xvi:Xj:n a N-X
*j i

3.3. Covariance
Dela méme fagcon que |’ on a défini la variance pour une variable, on peut définir la covariance ains :

Cov(X,Y) =ié é n;. (% - X).(y; - Y)

J

pd

Cov(X,Y) :ié an.x.y,- X.Y

i

pd

Cov(X,Y) :%é Xy - XY ==& nx.Y - XY
j i

le—\

On peut démontrer que:

(Cov(a X +h,c.Y +d) =ac.Cov(X,Y)|
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3.4. Courbesderégression

Il est parfoisintéressant d’ essayer derelier les deux caractér es entre eux, en cherchant une relation mathématique.
La courbe de variation de la moyenne conditionnelle de Y en fonction de la variable X est appelée la courbe de
régressondeY en X.

Afin de déterminer numériquement cette courbe, il faut calculer Ies?i correspondants aux X;. On obtient ainsi, un
tableau de K points (x;, i).

Toutes les formules qui vont suivre ne feront pas apparaitre les effectifs ny, ni-, n+, etc... car ils sont égaux a 1. Les
formules générales peuvent cependant étre utilisées lorsque I’ on a pas les données sous forme de tableau de points.

3.5. Méthodedes moindrescarrés

Cette méthode consiste a minimiser la somme du carré des erreurs entre la courbe et les mesures. Si on cherche a faire
coller au mieux la courbe y = f(x) avec les mesures (x;, y;), on définit le nombre :

K K
S=a -y =al-f(x)
i=1 i=1
On détermine les paramétres de f(x) pour que S soit minimum.

1.3}
1.2}
1.1}

0.9}
0.8}
0.7}
0.6}
0.5}

0.4¢

3.6. Régression linéaire

Danscecas|la, f(x) = ax + b. Il nous faut chercher les valeurs de a et de b qui minimisent S. On les obtient en dérivant
S par rapport a chague paramétre et en égalant le résultat a zéro.

K
s=aly - @x+by’
1S } & & & &
o -0=a-2(y-ax-bp ab=gy-aqx =K.b
ﬂb i=1 i=1 i=1 i=1

b—iéy - aié}ix =Y-aX
NG UK

En remplagant b dans I’ équation de départ :
K _ K _ _
s=aly-ax-Y+axXP?=aly,- Y-a(x- X))

T=0=8-200- Xy~ V- - XIP & 04 X0y, - V) =ad (.- X)°
a e X0V sy
a=-1=2 < = !
é. (Xi - Y)2 Var(X)

i=1
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Enrésumé:

__Cov(X,Y)
Var(X)
b=Y-aX
3.7. Coefficient de corrélation linéaire
On définit le coefficient de corréation linéaire de la fagon suivante :
[ = Cov(X,Y)
S-Sy

On peut montrer que plus le coefficient de corrélation r est proche de 1 en valeur absolue, plus la relation linéaire entre
les deux caractéres est justifiée.

4. Exercices

4.1. Démonstrations de formules théoriques **

a) Déerminer la moyenne et la variance de la variable U = a.X + b en fonction de la moyenne et la variance de la
vaiablex (al R",bT R).

b) Delamémefacon, avecU =aX +betV =c.Y +d, montrer que: Cov(U,V) = a.c.Cov(X,Y).
4.2. Méthode des moindrescarrés*

L e tableau suivant donne les résultats obtenus a partir de 10 essais de laboratoire concernant « la charge de rupture d'un
acier » en fonction de sa « teneur en carbone ».

Numéro dessai  |Teneur en carbone x | Charge de rupturey

(pour 10000) (Kg)
1 72 90
2 60 70
3 68 80
4 66 80
5 64 75
6 62 75
7 64 80
8 70 85
9 62 70

10 74 100

a) Représenter graphiquement les données de ce tableau.
b) Cadculer X, VY, Var(X), Cov(X,Y).

c) Est-il possible d envisager unerelation linéaireentre X et Y ? Justifier cette réponse al’aide d’ un calcul.
d) Déterminer I'équation de la droite d' ajustement de Y en X par la méthode des moindres carrés.

4.3. Régression linéaire*
Une éude a été faite sur I’ évolution du produit national brut et de la consommation privée de 1960 a 19609.

Année Produit National Brut Consommation privée

GF GF
1960 346 209
1961 365 222
1962 390 238
1963 412 255
1964 439 269
1965 460 281
1966 486 294
1967 508 309
1968 533 326
1969 575 350

On associe au PNB lavariable P et & la consommation privée la variable C.
a) Tracer la courbe de P en fonction de C.
b) Calculer le coefficient de corrélation linéairer de la droite de régresson de Pen C, ains quelesvaleursde aet b.
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4.4.

rassembl é les résultats suivants :

Régression avec changement de variable **
Afin de déterminer la relation qui existe entre la distance nécessaire a I’arré d'une voiture D et sa vitesse V, on a

Distance D (m)

5,3

14,45

20,21

6,5

38,45

11,23

50,42

Vitesse V (Km/h)

33

49

65

33

79

49

93

a) Représenter graphiquement les 7 points. Quelle est la forme de la courbe ?

b) On défini la variable Z comme la racine carrée de V. Dé&erminer, par la méhode des moindres carrés, la droite de

régressondeZ en D.
c) Endéduirelardationentre D et V et calculer la distance nécessaire al’ arrét d’ une voiture lancée a 85 Km/h.

45. Statistique a deux variables **
Une enquéte réalisée aupres de 2000 ménages a donné les résultats suivants
Raes marsce 800Fa 1000Fa 1200Fa 1800Fa pdusde
Casamrgion 80F 1000F 120F 160F 2000F 2000F
narsce800F 178 41 3
800Fa1000F 43 %7 *B 17
1000Fa1200F 57 C20) 3
1200Fa1500F 19 166 16 23
1500Fa1800F S 0) 7% 18
pusce1800F H <)
a) On associe au revenus la variable R e a la consommation la variable C. Afin de smplifier les calculs, on
_R-1100 _C- 1100 —
pose X = 100 =T Calculer lesvaleursdeYy .

b) Calculer les coefficients de la droite de régression de C en R, en utilisant les propriétés du changement de variable.
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1. Géneralités

Dans ce chapitre, nous allons présenter un certain nombre de fonctions mathématiques qui nous permettrons de
modéliser le comportement de variables aléatoires.

Dans un premier temps, nous essayerons de faire des calculs de dénombrement. Par la suite, nous introduirons les
méthodes de cal cul de probabilités. Nous définirons enfin, les variables al éatoires et leurs propriétés.

2. Analyse combinatoire

Le but de I'analyse combinatoire est de déterminer le nombre de sous ensembles différents que I’ on peut obtenir a
partir d un ensemble fini E. Le cardinal de E correspond au nombre entier N d' ééments de E. On utilisera la notation
Card(E) =N.
Le produit cartésien de deux ensemblesfinisE et F est formédescouples(x,y),x 1 Eeyl Fetl’ona:

| Card(ExF) = Card(E) * Card(F)|
Si lesensembles E et F sont distincts (i.e. aucuns € éments en commun), ona.:

Card(ECF) =0
Card(EE F) = Card(E) + Card(F)

2.1. Arrangementsde p élémentsparmin:

C'est le nombre de parties a p ééments  ordonnés obtenues a partir des N édéments de I’ ensemble E. Chague éément
étant utilist une seulefois (tirage exhaustif sansremise).
Par exemple, s E={A, B, C}. Il ya 6 arrangementsde 2 démentsparmi 3 : AB, BA, AC, CA, BC, CB.

Dans le cas général, pour le premier dément, il y a N choix possibles. Pour le second éément, il ne reste que N-1
possibilités puisque I on ne peut pas réutiliser deux foisle méme éément. Pour le  troisiéme, N-2 choix. Etc... Pour le
p'“™ éément, N-p+1 choix. Soit :

AP =n.(n- 1).(n- 2)....(n- p+1])
En utilisant la notation factorielle pour un entier postif n, avec laconvention 0! =1 :
in'=n.(n-1).n- 2)...21)

Onobtients p £n:

nl

Ap=_T"
(n- p!

2.2.  Permutations
C'est lenombred arrangementsde n éémentsparmi n :
Per(E) = nl
2.3. Combinaisons de p éléments parmi n :

C' est le nombre de sous ensembles non or donnés obtenus en prenant p ééments parmi lesN del’ ensemble E.
Par exemple, s E={A, B, C}.llya 3 combinaisonsde 2 éémentsparmi 3 : AB, BC, CA.

Dans le cas général, on détermine le nombre de combinaisons différentes, en partant du nombre d' arrangements de p
ééments parmi n, et en diminant tout les arrangements qui font intervenir les mémes ééments (pour ne plus tenir
compte del’ ordre).

Pour chaque arrangement, il y a p! permutations possibles, donc :

o = An
n pl
CP = n!
" p!(n- p)!
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24. Formulesremarquables
A partir delaformule précédente, il est facile de démontrer que:
0 _— - - -
Cr=Cr=1 _ Ci=C"
1 -1 _ -1
C.=Ci =n Ci=Ci,+C;
La congtruction du triangle de Pascal est alorsimmédiate:

n\p 0 1 2 3 4
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

Cetableau indiquela valeur du nombre de combinaisons de p ééments parmi n.
On peut également démontrer par récurrence laformule du bindme :

k=n
(a+b)"=gQ Cr.a.b™*
k=0
En utilisant letriangle de Pascal, il est facile de trouver les coefficients d’ un dével oppement :
(a+b)* =a'+4.2’.b+6.a>.b* +4.ab’ + b*
Une autre formule intéressante est obtenue en faisant a= b = 1 dansla formule précédante :
k=n
2"=g C

k=0

3. Probabilités

3.1. Définitions

On appdlle événement I'un des résultats possibles d’une expérience. Le calcul d une probabilité permet de déterminer
la confiance quel’ on a devoir apparaitre I’ événement chois, au coursde |’ expérience.

Si I'événement est certain d'apparaitre, on va lui affecter la probabilité 1. Si il est impossble que cet événement
survienne, on lui donnera la probabilité 0. La probabilité d' un événement quelconque appartiendra donc a I'intervalle
[0,1] 1

Onvanoter :
/L’ événement impossibleet Prob(4&) =0
WL’ événement certain et Prob(W) =1
L' événement A E Bestrédisés I événement A ou I’ événement B sont réalisés.
L'événement A C Bestréalisé s I’ événement A et | événement B sont réalisés smultanément.
Deux événements sont incompatibless :

[Prob(A C B) =0
Deux événements sont équiprobables s'ils ont laméme probabilité :
|Prob(A) = Prob(B)|

Si A est un événement, A et I'événement contrair e tel que:
Prob(AEA) =1

Prob(ACA)=0

Une relation évidente intéressante
Prob(A C B) + Prob(A C B) = Prob(A)

3.2. Propriétés

Si on note Card(W), le nombre de tous les événements possibles de I’ expérience et Card(A) le nombre de cas ou
I’ événement A est réalisé, alors on peut écrire:

Card(A)

HWMFaﬁ&g
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En raisonnant en termes d’ ensemble, on peut écrirelardation :

/4

o

On peut définir :
A=CEDeB=DEE
Onaadors:
D=ACBe&CEDEE=AEB
Card(A) + Card(B) = Card(CE D) + Card(D E E)
C, D et Esontdigincs, donc:
Card(A) + Card(B) = Card(C) + Card(D) + Card(D) + Card(E)
Card(A) + Card(B) = Card(CE DE E) +Card(D) = Card(A E B) + Card(A C B)
En divisant par Card(W) , on obtient :
| Prob(A) + Prob(B) = Prob(A E B) +Prob(A C B)|
Si lesévénements sont incompatibles:
|Prob(A E B) = Prob(A) + Prob(B)|
Pour I’ événement A et sont contraire :
Prob(A E A) = Prob(A) + Prob(A) = Prob(W) =1

3.3. Probabilités conditionnelles

On sintéresse au probleme de déterminer |a probabilité d’ obtenir I’ événement A sachant quel’ événement B est arrivé.
On note cet événement A / B.
Lenombredecasou A / B arrive est égal a Card(A C B) , le nombre de tous |es cas possibles éant Card(B) (tous les

événementsou B se produit). On arrivedonc alardation :

Prob(A/B) =

Prob(A C B)
Pr ob(B)

3.4. Evénementsindépendants

On dit que deux événements sont indépendants, S Prob(A / B) ne dépend pas de Prob(B). Soit s Prob(A / B) = Prob(A).
Donc :

|Prob(A C B) = Prob(A).Prob(B)|

4. Variables aléatoires

En faisant correspondre une valeur numeérique réelle a un événement, on crée une variable aléatoire. On utilisera
I’ abréviation v.a. pour variable aléatoire et on notera par une lettre  majuscule le nom de la variable, par une lettre
minuscule une de ses valeurs possibles.
Il existe deux grandes classes de variables aléatoires :
Lesvariables discrétes qui prennent desvaleursdans un ensemblefini ou infini dénombrable . Elles peuvent prendre
deux foislaméme valeur par exemple.
Lesvariables continues qui peuvent prendre nimporte qu'ele valeur rédledansun intervalle.
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4.1. Fonction de répartition

Lafonction de répartition est la fonction suivante :
[F(x) = Prob(X £ x)|
On peut trouver dans certains ouvrages, une définition Iégerement différente qui utilise le signe d'infériorité ricte.
Cdaengendre que de faibles modifications, maisil faut y ére attentif 11!
C' et unefonction poditive et croissante, qui prend sesvaleursdans|’intervalle [0, 1].
On aévidemment, car X > X € X £ X sont deux événements contraires :

[F(x) =1- Prob(X >x)|

Uneautrerelation aretenir :

[F(a)- F(b)=Prob(b<X £a)|

4.2. Loi de probabilité (v.a. discréte)

Laloi de probabilité de la variable aléatoire X définie pour tout x appartenant au domaine de définition de X, est la
fonction de x suivante:

[p(x) = Prob(X = x)|
Cette fonction est parfois appelée distribution de la variable aléatoire X. C'est une fonction discontinue qui est souvent
représenté par un diagramme a batons. La relation entre p(x) et F(x) est la suivante

F09 = & pix,)

La fonction de répartition est une courbe en escalier

0.2 Loi de probabilité p(x)=Prob(X=x) 1Fonction de répartition F(x)=Prob(X<=x)
0.18 0.9
0.16 ° ° 0.8
0.14 0.7
0.12 0.6
0.1 0.5
0.08 0.4
0.06 0.3
0.04 0.2
0.02 W I 0.1
ool Tool 6
0 5 10 15 0 5 10 15

On peut vérifier que p(x) et une Idp par lardation :

+¥
a p(x,) =1
k=-¥

4.3. Densité de probabilité (v.a. continue)
Ladensité de probabilitéest la dérivée delafonction derépartition :
dF(x
f(x) = —( )
dx
C'eg unefonction continue. Larelation entre f(x) et F(X) est la suivante

FO) = [ f(u).du
On peut trouver une représentation physique de f(x) par la relation suivante
f(x).0dx = F(x +dx) - F(x) = Prob(X £ x+dx) - Prob(X £ x)

f(x).dx = Prob(x <X £ x +dx)
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L'aire entre la courbe de densité de probabilité e I'axe des x sur un intervale [a, b] ext la probahilité
Prob(a£ X £b).

Densité de probabilité f(x)
0.07 T T - -

0.06
008 Prob(-1<X<10)
0.04

0.03

0.02

0.01

-15 -10 -5 0 5 10 15 20

On peut vérifier quef(x) est une ddp par lardation :

Tf(x).dx:l

Ladensté de probabilité delavariable Y =] (X) est donnée par laformule générale :

_f( ')

ay) Tldetd

J et le Jacobien delatransformation :
& D
dx, dx,
detJ =

L /1
dx,, dx,

4.4. Espérance mathématique d’une variable aléatoire

L’ egpérance mathématique d’ une variable aéatoire X e, S ele existe, la moyenne arithmétique de ses valeurs
possibles pondérée par les probabilités correspondantes.

Casdiscret :
+¥
E(X) = a X¢-p(X,)
k=-¥
Cascontinu :
E(X) = [ x.f(x).dx

On peut démontrer les propriétés suivantes
E(aX+b)=aE(X)+baveca bl A

E(X+Y) = E(X)+E(Y)

Si lesvariables sont indépendantes;

[E(X.Y) = E(X).E(Y)]

45. Momentsd’'ordre g d’'une variable aléatoire
Pour un nombre entier g supérieur a un, on définit le moment d' ordre q de la maniére suivante :

m,(X) = E(X")
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4.6. Fonction caractéristique

Jean Baptiste Joseph Fourier est né Auxerre le 21 mars 1768. Il est mort & Parisle 16 Mai 1830.

Lafonction caractéristique est la transformée de Fourier delaloi de probabilité de X

j x(f) =E@E™)

Une propriété intéressante des dérivées de la fonction caractéristique permet de calculer lesmomentsd ordre g

d* ..
F{J x(f)}

=i%E(X?) =i%.m,(X)

f=0

4.7. Varianced'unevariable aléatoire
Lavariance et définie comme |’ espérance de la variable aléatoire centrée  evée au carrée
Var(X) = E([X - E(X)I*)
L es propriétés remarquables sont les suivantes
Var(a X +b) =a’.Var(X) aveca, bl A
Var(X) = E(X*) - E(X)* = my(X) - nf(X)
Si lesvariables sont indépendantes :

\Var(X +Y) = Var(X) +Var(Y)|

4.8. Ecarttype
L’ écart type s est laracine carrée delavariance :

S, =4 Var(X)

4.9. Inégalité de Bienaymé-T chebitchev

Irénée-Jules Bienaymé est né a Paris 28 Aot 1796. |1 est mort a Parisle 19 Octobre 1878.

Pafnuty Lvovich Chebyshev est né a Okatovo 16 Mai 1821. |1 est mort a S Petersburg le 8 Décembre 1894.

Cetteinégalité sert a déterminer un encadrement desvaleursdelav.a. enfonctiond' un seuil de probahilité.
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Si on cherche a déerminer la probabilité que |X - n13 a, c'es a dire connaitre le nombre de fois que la v.a. X
dépasse I + a ou qu'dlesoit inférieurea T - a :

10 : —

* n+a

+
+
g+

0 20 40 60 100

On peut calculer lavariancede X :

s2 =f:‘(x- m)2.f(x).ax = [(x- m()z.f(x).dx+.[::(x- m, )2.f (x).dx
[x- nf2 a
s23 .[(x-rr;()z.f(x).dx?'az. jf(x).dx
[x-m2a [x-m2a

b Prob(X - m|? a)EZ—g

Soit encore:

Prob(—'X; m

X

3|)£|i2

1
L’ encadrement recherchéest donc | .S, - My < X <1 .S, +17, avecune probabilité de 1- 7

5. Exercices d'analyse combinatoire

Calculer e nombre de possibilités de chague main de 5 cartes du jeu de poker (quinte fluch, carré, full, couleur, quinte,

5.1. Poker *
brelan, 2 paires, une paire).
5.2. Numérotation *

Combien de nombre ont deux chiffres 7 entre 0 et 9999 ? Combien ne commencent pas par 0 ?

5.3.

Groupes *

Un atelier comprend 15 ouvriers, 7 hommes et 8 femmes. On chois defaire des groupesde 5.
a) Combien de groupes différents peut-on former ?
b) Combien de groupes comportant 3 hommes seulement ?

54. Verrou*
Un verrou a combinaisons est ouvert en faisant un tour a droite vers I’indexe A, un tour & gauche vers I'indexe B, un
tour a droite vers I'indexe C. A, B, C ne sont pas nécessairement différents. Combien peut-on fabriquer de verrous

différentss A, B, C sont sdlectionnés parmi les chiffresde0 a9 ?
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55. Alphabet *

En considérant les|ettresde |’ alphabet :

a) Combien peut-on former de motsdetrois|ettres ?

b) Combieny en at-il congtitués de deux consonnes et une voyelle ?
¢) Detroisconsonnes?

d) daumoinsunevoyele?

5.6. Lecture*

Parmi un groupe de 20 personnes, 10 lisent unerevue A, 8 lisent le journal B et 3 lisent les deux. De combien de fagcons
différentes peut-on choisir 5 personnesparmi 20 S :

a) Chacunedes5 personneslit au moinsunerevue ?

b) Troisd entredleslisent larevue A, lesautreslejournal B, chacune d' dlesnelisant qu’ une seule revue ?

c) Troisd entredlesau moinslisent larevue A ? (de deux fagons différentes)

5.7. Conseill municipal **

Le consaill municipal d'un petit village est composé de 5 femmes et 5 hommes.

a) Au début d' uneréunion, toutes|es personnes se serrent la main. Combien de poignées de mains seront échangées ?

b) On décide de faire asseoir les conseillers autour de la table de réunion en placant alternativement une femme a coté
d' un homme. Combien il y at-il de possihilités différentes (on ne tient compte que de la postion relative des
conssillerslesuns par rapport aux autres) ?

c) Lesplacesautour delatable sont maintenant numérotées. Méme question.

5.8. Etageres*
Une étagére comporte 10 livres différents. Parmi ceux-ci, 3 tomes d’ une méme collection.
a) Decombien de fagons peut-on ranger cette éagere en ayant lestroistomes |’ un a coté del’ autre ?
b) Méme question maisdans!’ ordre.

5.9. Piratage*

Un pirate s est débrouillé pour connaitre la taille du mot de passe du super-utilisateur d'un serveur de fichiers : 8
caractéres exactement. Sachant qu’ un caractére est codé sur 7 bits et que le test d’ un mot de passe dure 0.1 ms.

a) Combien detempsle pirate mettra-t-il atrouver le bon code au pire descas ?

b) Lepirate connait deux caractéres du code mais pasleurs emplacement. Méme question.

6. Exercicesde calcul de probabilités

6.1. Jeudecarte**

On prend trois cartes, une blanche d' un coté et rouge, une blanche des deux cotés et une rouge des deux cotés. On tire
une carte parmi lestrois et on note sa couleur. Quelle est la probabilité de voir laméme couleur au dosde la carte ?

6.2. Loteriel?*
Dansuneloterie ou leshillets sont numérotés de 0 & 999999, quelle ext la probabilité pour queles six chiffresd un billet
prisau hasard soient tous différents ?

6.3. Roulette*

Une roulette de casino comprend 16 numéros rouges, 16 noirs et un vert. A lafin de 10 parties conséeutives, le rouges
et sorti 7 fois, lenair 2 foiset levert 1 fois.

a) Qudleestlaprobabilité de cet événement ?

b) Quelees laprobabilité quelerouge sorte 10 foissur 10 ?

6.4. Clavier *

Un clavier comporte 57 touches dont 34 caractéres et 10 chiffres. On suppose que la probahilité de frapper une touche

est laméme qudle que soit latouche.

a) Qudleestlaprobahilité pour qu'en frappant successivement sur 5 touches, la personne frappe une suite de 5 lettres
2

b) Quelle&st la probabilité de frapper le mot « clavier » ?
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6.5. Tiragel*

a) Une urne contient 20 boules (8 rouges, 3 jaunes & 9 bleus). 3 boules sont tirées smultanément. Quéle et la
probabilité detirer 3 boules rouges ?

b) Seulement1jaunesurles3?

¢) 1ljauneaumoins?

6.6. Tirage2*
Dans une boite contenant 2 jetonsrouges et 2 jaunes, quelle est la probabilité detirer 2 jetonsjaunesd’ un coup ?

6.7. Jeudedésl*
Un dé est lancé 6 fois. Quelle est la probabilité d’ obtenir un 1, deux 2 et 3 trois ?

6.8. Jeudedés2*

Une paire de dés est lancée 6 fois.
a) Quéleestlaprobabilité d obtenir untotal de 9 exactement 2 fois ?
b) Queleest laprobabilité d obtenir un total de 9 au moins deux fois?

6.9. Feuxdecirculation *

Un conducteur rencontre 4 feux de la circulation, chagque feu pouvant étre soit rouge soit vert avec la méme probabilité.
Quelle et la probahilité, pour le conducteur, d’ &rearréépar le3 ™ feu ?

6.10. Anniversaire**

Déerminer la probabilité que sur un groupe de 35 personnes, il y ai au moins deux personnes qui fé&ent leurs
anniversairesle méme jour (on négligera le cas des années bissextiles).

6.11. Pileou face*

a) Dansunjeu de pile ou face avec une piéce parfaite, quelle est la probabilité de faire pile lorsqu’ on joue une fois ?
b) Mémequegtion s onjoue deux fois?

6.12. Jeudedés3*

A et B jouent aux dés (un chacun). Celui qui fait un chiffre plus élevé que |’ autre a gagné. Si il y a égalité le coup est
nul.

a) Queleest laprobabilité pour que A gagne ?

b) Pour qu'il negagne pas?

¢) Pour que A gagne sachant que B afait 4 ?

6.13. Probabilités deréussite *

Sur un groupe de 500 personnes, 200 ont réussi les 2 parties d'un probléme, 100 seulement la premiére et 50 seulement
laseconde. On note A I’ événement « réussir la 1ére partie » et B « réussir la 2éme partie ».

a) Calculer laprobabilitédeA.

b) Calculer laprobabilité de réussr la 2éme partie sachant quel’ on aréuss lapremiére.

6.14. Election *

On forme un comité de 4 membres choisis au hasard parmi 7 personnes dont deux freres.
a) Qudleest laprobabilité pour que les deux fréres soient choisis ?

b) Pour quel’und eux au moinsle soit ?

¢) Pour qu’aucun desdeux soit chois ?

6.15. Cinéma*

Un cinéma prévoit un spectacle différent chaque jour de I’ année, dont 73 films policiers. Quelle est 1a probabilité pour

gu’ une personne rentrant un jour au hasard asssea:

a) Unfilmpolicier ?

b) Monseur Dupont va 1 fois par mois au cinéma. Quelle est la probabilité pour qu'il assste a un film policier et un
seul durant I'année ?

c) 12filmsnon policiers?

d) Aumoins2 filmspoliciers?

€) 4 filmsnon policiers seulement ?
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6.16. Carteélectronique*

On fabrique une carte en utilisant deux composants discrets. On a pu déterminer les probabilités suivantes:

- Prob(Le composant A fonctionne) = 80 %.
Prob(L es composants A et B sont en panne) = 10 %.

- Prob(Le composant B seulement est hors service) = 20 %.

a) Qudlees laProbabilité que le composant A soit en panne sachant que B I’ est auss ?

b) Qudleest laProbabilité que le composant A seulement soit en panne ?

c) Expliciter I’ événement: « au moins un des deux composant est hors service » ? En déduire la probabilité que la
carte fonctionne.

6.17. Cambriolage *

Une société de gardiennage protége des résidences contre le cambriolage par des alarmes. Leur expérience montre que;
- Laprobabilité que I’ alarme se déclenche sil y a cambriolage est de 95 %.
La probahilité quel’ alarme sonne sansqu’il y ait cambriolage est de 1 %.
- Laprobabilité d’avoir un cambriolage dansla journée est de 0.7 %.
a) Expliciter lesdifférents événements et leurs probabilités.
b) Calculer laprobabilité quel’ alarme sonne dans la journée.
c) Déerminer laprobahilité qu’il y ait vraiment un cambriolage s I’ alarme se déclenche.
d) Lesévénements«|’alarme sonne» et «il y acambriolage » sont ilsindépendants ?

6.18. Fabrication *

Deux usines fabriquent les mémes pieces. La premiére en produit 30 % avec 20 % de défauts. La seconde n'a que 8 %
de défauts par piéce.

a) Que et le pourcentage de piéeces bonnes sur I’ ensemble du marché, supposé alimenté par les deux usines ?

b) Parmi les pieces ayant un défaut, quel pourcentage provient delapremiéreusine ?

c) On achéte un piece bonne. Quelle et la probabilité pour qu’ €le provienne de la deuxieme usine ?

6.19. Informatique*

Un département informatique possede un réseau connecté a 3 serveurs de fichiers. En une journée, la probabilité pour
que le sarveur A soit en panne est de 5 %, 1 % pour le serveur B et 10 % pour le serveur C. Qudlle et |a probabilité
d avoir au coursd unejournée:

a) nserveurinutilisables?

b) Deux serveursen panne seulement ?

C) Aucunesdéfaillances?

6.20. Enquéte**
On fait une enquéte sur la voie publique pour connaitre les réactions des gens sur I’ achat éventuel d’une voiture. On
interroge 250 personnes, 200 hommes et 50 femmes. 120 hommes et 10 femmes sont acheteurs. Soit H I’ événement «
éreun homme », et A |’ événement « &re acheteur ».
On réinterroge une des 250 personnes:
a) Déduired aprés!’ énoncé Prob(A), Prob(H), Prob( H C A ), Proo( H C A ), Prob(H / A ), Prob(H / A).
b) Lesévénements « é&reun homme » et « ére acheteur » sont-ilsindépendants ?

6.21. Etudethéorique**

Lafonction derépartitiond' unev.a. X est :

0 xE£-1
F(x) =<a+b.arcin(x) -1l£x<1
1 x31

a) Déemineraeth.
b) Calculer E(X) et Var(X).

6.22. Tapisvert*

Le jeu tapis vert fonctionne de la maniére suivante : 4 cartes d' un jeu de 32 sont retournées, une dans chaque couleur
(coaur, carreau, pique et tréfle). Le joueur gagne 1000 F s il obtient un carré, 30 F s il a3 carteséquivalenteset 2 F il
en adeux.

a) Calculer laprobabilité de chaque cas.

b) Queleest|'espérancedelav.a. X égale au gain en franc du joueur ?
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6.23. Jeudedés4**

On lance un dé parfaitement équilibré jusqu'a obtenir [e 6. P ; est la probabilité d' obtenir le 6 au bout dei coups.
a) Cadculer P

P=1.

QJ°+<

b) Vérifier que ¢

c) Cadculer E(I). '

6.24. Piecede monnaie***

Une piece de monnaie ext jetée 4 fois. Soit X lav.a. « nombre d' apparition defaces» et Y lav.a. « plus grande longueur
de lafile de faces adjacentes ».

a) A l'aided undiagramme en arbre congruire |’ espace des événements.

b) Calculer E(X) et Var(X).

c) Caculer E(Y) et Var(Y).

d) Déerminer Prob(X =x; CY =vy,).

e) Caculer Cov(X,Y).

6.25. Loterie2**

On considére une roue de loterie divisée en x secteurs égaux. Un secteur est rouge, 3 sont blancs et les autres bleus
(X3 4 ). Un joueur fait tourner la roue et regarde la couleur obtenue : Si dle est rouge, il gagne 4 F ; § dle et
blanche, il perd 2 F; S ele est bleug, il rejoue et dans ce deuxiémetirage, lerouge lui fait gagner 6 F, le blanc perdre 1
F. En casde nouveau bleu il ne gagne ni ne perd rien.

a) Etablir laloi de probabilité de X en fonction de x.

b) Dé&erminer E(X).

c) Déerminer x pour que E(X) = 0.

d) Déerminer x pour que E(X) soit maximale.

6.26. Jeu compliqué ***

On dispose d’ une urne contenant 1/3 de boules noires et 2/3 de boules blanches, d’ une cible. On considére le jeu suivant
:lejoueur tiresur lacible; S il I'atteint, il agagné; Sinon, il prend une boule dans|’urne. Si dle est noire, il aperdu ;
Si dlees blanche, il retire sur lacible. On reprend ensuite lesmémes regles.
Soit p la probabilité que le joueur atteignela cible. On note les événements suivants:
An =« Lejoueur gagneal’issuedu n ™ tir ».
Bn = « Lejoueur perd &I’ issue du n "™ tir »,
A =« Lejoueur gagne ».
B =« Lejoueur perd ».
- C=«Lapartienes arrée pas ».
a) Calculer enfonction de p lesprobabilitésde An et Bn.
b) Calculer lesprobabilitésde A, B, C.
c) Etudier en fonction de p, le fait que le joueur ait plus ou moins de chances de gagner a ce jeu (&ude de Prob(A) -
Prob(B)).

6.27. Révisions ****

Les éudiants ont 20 textes a révisar pour I’ oral d anglais. Un candidat tire 3 textes au hasard et parmi ces trois sujets,
chaoisit cdui qu'il veut traiter. Si I éudiant 0’ a révisé que 12 textes et S on appelle X lav.a. égale au nombre de textes
révisésparmi lestroistirés. Déterminer laloi de probabilité de X, sa moyenne.

Un éudiant fort en probabilités cherche a déterminer le nombre minimal n de textes qu’il pourrait réviser pour avoir au
moins 80 % de chance de réviser un texte dans les trois qu'il tire lors de I oral. Expliquer la méthode qu'il utilise et
calculer n.

6.28. Jeudedés4 ****

On jette n fois de suite un dé a 6 faces. Comment peut-on choisir n pour que le nombre de 6 obtenus soit compris entre
0 et /3 avec une probabilité au moins égale a90 % ? On pourra utiliser lav.a. X ; qui vaut 1 s onatiréun6 aui ™ coup

o]
et 0 sinon. En utilisant Iinégalité de Bienaymé-Tchébychev sur lasomme S= g X, .
i=1
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1. Généralités
Nous alons présenter ici quelques modéles mathématiques de distribution les plus utilisées. Les résultats obtenus ne

seront pas tous démontrés car ilsfont appe a des cal culs mathématiques d’ un niveau supérieur a cdlui des éudiants lUT
en général. On prendra alors ce chapitre comme un formulaire de base sur les modé es probabilistes.

2. Modéles de distributions discretes

2.1. v.a deBernoulli

James Bernoulli est né a Bale le 27 Décembre 1654. |1 est mort le 16 Ao(t 1705.

Une variable aléatoire de Bernouilli ne peut prendre que deux valeurs distinctes. Chacune ayant une probabilité
congtante & complémentaire del’ autre.

En cas de succes de I’ expérience (avec la probabilité p), la variable prend la valeur 1. En cas d' échec (avec la
probabilité q=1 - p), lavariable prend lavaleur 0.

L’ espérance et la variance de cette variable aléatoire sont donc :

E(X)=0q+1p=p
Var(X) =E(X?) - E(X)*=0°.q+2.p- p’ =p- p°=p.q

2.2.  Loi binomiale

La variable aléatoire binomiale d' ordre n, B, es dé&finie comme la somme de n variables aéatoires de Bernouilli
indépendantes. Elle aura comme valeur, le nombre de succés réaliséssur lesn essaisde’ expérience. Donc Bl [0,n] .

Puisqu'il existng fagons d'obtenir b succes sur n essais avec la probabilité pb.q”'b(I&s événements éants
indépendants). Laloi de probabilité est donc :

Prob(B=b)=C!.p°.q""

Loi Binomiale n=10 p=10 % Loi Binomiale n=10 p=20 %
0.4 o 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1 T
0 Cr Qo oocood 0 T Cf O o oo gd
0 5 10 0 5 10
Loi Binomiale n=10 p=30 % Loi Binomiale n=10 p=40 %
04 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 T T 0.1 T T
0 q ? QO oo d oL Cf ﬁ’ Qa4
0 5 10 0 5 10
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Ontrouvealors :

E(B) =n.p
Var(B) =n.p.q

2.3. Lo hypergéométrique
Si letirage est exhaudtif, sans remise, les probabilités de succes et d' échec ne sont plus constantes.
Si dans ce cas, on définit :

n commele nombre de résultats posshbles del’ expérience. ~

p comme la proportion de succes, n.p éant le nombre de succespossibles( N.pl N).

g comme la proportion d' échecs, n.q=n.(1 - p) éant le nombre d’ échecs possibles ( n.qT N).
x comme éant le nombred’ essais (X£ N.p e X£ n.q).

Le nombre de résultats possible sur lesx esssisest Card(W) = C}; . Le nombre de fagons d' avoir h succés exactement

et C:.p : C’r‘]fqh .Laloi dedigtribution dela variable aléatoire H (nombre de succés de |’ expérience) est :

Ch CX-h
Prob(H =h) = __np 7ng . na
Ontrouvealors :
E(H)=x.p
Var(H) = x.p.g. =X
n-1

2.4. Loi dePoisson

Sméon Denis Poisson est né a Pithviersle 21 Juin 1781. Il est mort a Parisle 25 Avril 1840.

Pr ocessus de Poisson

Le processus de Poisson correspond a la réalisation dans le temps d' événements aléatoires répondants aux hypotheses
uivantes

La probabilité de réalisation d' un événement pendant un temps Dt et proportionnelle a la dur ée de cette période :
a.Dt.
Elle est indépendante du nombre d’ événements qui Se sont produits antérieurement et reste  constante sur Dt.
- Laprobabilité d'avoir deux réalisations successves pendant Dt est négligeable.
Loi dedistribution
Si on enregistre au cours du temps t, le nombre d' événements P provenant d’un processus de Poisson de congtante de
proportionnalité a, on définit unev.a. de Poisson de paramétre | =a.t .
Afin de déerminer la loi de distribution de P, on va utiliser la notation Pr Obp(t) pour écrire la probabilité d’ avoir

enregistré p événements au tempst. La définition du processus de Poisson donne donc :
|Prob, (D) =a.Dt et Prob,(Dt) =1- a.Dt|
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La probabilité d' avoir au tempst + DX, aucun événement est donnée par laformule :
Pr ob, (t + Dt) = Pr ob, (t). Pr ob,(Dt)

Prob,(t+ Dt) = Prob,(t).(1- a.Dt)
Prob, (t+Dt) - Prob,(t) =-a.Dt.Prob,(t)

Proby(t+Dt)- Prob(t) _ ., 5 o (t) = 95 (t)
Dt 0 dt 0
On trouve donc:

Prob,(t) =A.e ®!
A est obtenu pour t =0 : Prob,(0) =0P A =1
Prob,(t) =e !

S p3 1, pour avoir p réalisations au tempst + Dt, deux possibilités existent
p événementssur t et O sur Dt.
p-1événementssurtet1sur Dt

Prob, (t+ Dt) = Prob,(t).Prob,(Dt) + Prob_, (t).Pr ob, (Dt)
Prob,(t+Dt) =Prob,(t).(1- a.Dt) +Prob, ,(t).a.Dt
Prob, (t+Dt)- Prob,(t) =[Prob, ,(t)- Prob,(t)].a.Dt

P, B- PR _ Forob, () Prob, (0]= 3 Prob, ()

On démontre alors par récurrencelardation :

p
Prob,(t) = e"”.% avecpl [0,+¥]

doncsd | =a.t :
| P
Prob(P=p)=¢" —
p:
Loi de Poisson =2 Loi de Poisson I=5
[elNe]
0.2 0.2
0.1 1 0.1 1 T
0 C‘?QOnmm 0 O(TT T(TCI)QOOA
0 5 10 0 5 10 15
Loi de Poisson =10 Loi de Poisson 1=20
0.2 0.2
0 manq(TTT TT??QOOH fo ¢ ﬁm
0 10 20 10 20 30
Ontrouvealors :
E(P) =1
Var(P) =|
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25.  Approximations

Dans certaines conditions sur les paramétres, leslois peuvent ére  approximées les unes par les autres.

Loi Hypergéométrique (n X, p)

Loi Binomiale (n, p)

h x- h
Prob(H = h) =29 — ) — (b D ~n-b
X Prob(B=b)=C".p".
C; Lox <n ob(B=b)=C;.p’.q
E(H)=x.p E(B)=n.p
n>>1
o nex Var(B) =n.pq
Var(H) = x.p.q.ﬁ
Loi Binomiae (n, p) Loi de Poisson (n.p)
p
Prob(B=b)=C!.p°.q"" p <10% Prob(P=p)=¢"' Ip—l
=n. n>50 '
V(e or o <s =P =
ar(B) =n.p.q .p Var(P) =1

3. Modéles de distributions continues

3.1. Loi uniforme

Si une variable aléatoire U, définie sur un intervalle [a, b], a une probahilité constante d apparaitre, alors ele suit une

b
loi uniforme. Comme Qf(u).du =1, ontrouve donc:

3.2. Loi normale

Pierre Smon Laplace est né a Beaumont-en-Auge en Normandie le 23 Mars 1749. 1l est mort a Parisle 5 Mars 1827.

F(U) =b_—1a
Var(U) = (biza)

Fonction de répartition d'une loi uniforme sur [0,1]

0.8

0.6

0.4

0.2

F
. al
.,
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Johann Carl Friedrich Gauss est né le 30 Avril 1777 a Brunswick (Allemagne). Il est mort le 23 Février 1855 a
Gottingen, Hanovre.

Cetteloi est d&finie par sa densité de probabilité de la fagon suivante:

(g-m?
f@)=——e
S.V2.p
E(G)=m
Var(G) =s?
Loi normale (mu=0,sigma=0.75,1,1.25)
06 T T T T T
051 i
04r¢1 :
0.3t i
0.2} i
0.1 i
-6 -4 -2 0 2 4 6

Lavariable centrée réduite Z = ales propriétés suivantes

(G- m
s

f(z)—\/Tpe
E(2)=0
Var(Z2) =1

La fonction de répartition d'uneloi normale n’est exprimable analytiquement. On utilise pour les calculs, un tableau de
valeurs comme celui ci-dessous. Lafonction erf(z) utilisée en traitement du signal peut également ére employée

F(z) = %[1+.en‘ (%)] = %pj;e'z .du
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Fonction de répartition d'une v.a. NCR f(z)

1 T T T r r
09t
0.8t
0.7}
0.6t
05¢t
0.4}
0.3t
0.2}
0.1t
0
-3 -2 -1 0 1 2
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0 50,00% 50,40% 50,80% 51,20% 51,60% 51,99% 52,39% 52,79% 53,19% 53,59%
0,1 ] 53,98% 54,38% 54,78% 55,17% 5557% 5596% 56,36% 56,75% 57,14% 57,53%
0,21 57,93% 58,32% 58,71% 59,10% 59,48% 59,87% 60,26% 60,64% 61,03% 61,41%
0,3] 61,79% 62,17% 62,55% 62,93% 63,31% 63,68% 64,06% 64,43% 64,80% 65,17%
0,41 6554% 6591% 66,28% 66,64% 67,0000 67,36% 67,72% 68,08% 68,44% 68,79%
0,5] 69,15% 69,50% 69,85% 70,19% 70,54% 70,88% 71,23% 71,57% 71,90% 72,24%
0,6 7257% 7291% 73,24% 73,57% 73,89% 74,22% 74,54% 74,86% 75,17% 75,49%
0,7 7580% 76,11% 76,42% 76,73% 77,04% 77,34% 77,64% 77,94% 78,23% 78,52%
0,81 78,81% 79,10% 79,39% 79,67% 79,95% 80,23% 80,51% 80,78% 81,06% 81,33%
0,91 8159% 81,86% 82,12% 82,38% 82,64% 82,89% 83,15% 83,40% 83,65% 83,89%
1 84,13% 84,38% 84,61% 84,85% 85,08% 8531% 8554% 85,77% 85,99% 86,21%
11| 86,43% 86,65% 86,86% 87,08% 87,29% 87,49% 87,70% 87,90% 88,10% 88,30%
1,2 | 88,49% 88,69% 88,88% 89,07% 89,25% 89,44% 89,62% 89,80% 89,97% 90,15%
1,3 | 90,32% 90,49% 90,66% 90,82% 90,99% 91,15% 91,31% 91,47% 91,62% 91,77%
1,4 | 91,92% 92,07% 92,22% 92,36% 92,51% 92,65% 92,79% 92,92% 93,06% 93,19%
15| 93,32% 93,45% 93,57% 93,70% 93,82% 93,94% 94,06% 94,18% 94,29% 94,41%
1,6 | 94,52% 94,63% 94,74% 94,84% 94,95% 95,05% 95,15% 95,25% 95,35% 95,45%
1,7 | 9554% 95,64% 95,73% 95,82% 95,91% 95,99% 96,08% 96,16% 96,25% 96,33%
1,8 | 96,41% 96,49% 96,56% 96,64% 96,71% 96,78% 96,86% 96,93% 96,99% 97,06%
19| 97,13% 97,19% 97,26% 97,32% 97,38% 97,44% 97,50% 97,56% 97,61% 97,67%
2 97,72% 97,78% 97,83% 97,88% 97,93% 97,98% 98,03% 98,08% 98,12% 98,17%
2,11 98,21% 98,26% 98,30% 98,34% 98,38% 98,42% 98,46% 98,50% 98,54% 98,57%
2,2 ] 98,61% 98,64% 98,68% 98,71% 98,75% 98,78% 98,81% 98,84% 98,87% 98,90%
23] 98,93% 98,96% 98,98% 99,01% 99,04% 99,06% 99,09% 99,11% 99,13% 99,16%
241 99,18% 99,20% 99,22% 99,25% 99,27% 99,29% 99,31% 99,32% 99,34% 99,36%
25] 99,38% 99,40% 99,41% 99,43% 99,45% 99,46% 99,48% 99,49% 99,51% 99,52%
26 ] 99,53% 99,55% 99,56% 99,57% 99,59% 99,60% 99,61% 99,62% 99,63% 99,64%
2,71 99,65% 99,66% 99,67% 99,68% 99,69% 99,70% 99,71% 99,72% 99,73% 99,74%
28] 99,74% 99,75% 99,76% 99,77% 99,77% 99,78% 99,79% 99,79% 99,80% 99,81%
291 99,81% 99,82% 99,82% 99,83% 99,84% 99,84% 99,85% 99,85% 99,86% 99,86%
3 99,87% 99,87% 99,87% 99,88% 99,88% 99,89% 99,89% 99,89% 99,90% 99,90%
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3.3.  Loi du khi-deux

La variable aléatoire du khi-deux a ndegrés de liberté, est définie comme la somme des carrés de N v.a. normales
centrées réduites indépendantes :

n
o]
c’=q Zf
i=1
On peut démontrer alors que :
n, c?
22 " a 2
2y _(c9)? .e
e ="—=——
22.G(>)
2
E(c®)=n
Var(c?®)=2.n
Loi du Khi-deux nu={2,3,4,5}
0.5 T .
0451 1
0.4} .
0.35¢ _
0.31 _
0.25¢ _
0.21 _
0.15 _
0.1 _
0.05F _
0 . :
0 5 10 15
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Cette loi est également tabulée, la valeur de khi-deux telle que Pr ob(C? > X) = a est donnée dans e tableau suivant :

v \ alpha 30% 20% 15% 10% 5% 2% 1%

1 1,0742 1,6424 2,0722 2,7055 3,8415 5,4119 6,6349
2 2,4079 3,2189 3,7942 4,6052 5,9915 7,8241 9,2104
3 3,6649 4,6416 5,3170 6,2514 7,8147 9,8374 11,3449
4 4,8784 5,9886 6,7449 17,7794 9,4877 11,6678 13,2767
5 6,0644 7,2893 8,1152 9,2363 11,0705 13,3882 15,0863
6 7,2311 8,5581 9,4461 10,6446 12,5916 15,0332 16,8119
7 8,3834 9,8032 10,7479 12,0170 14,0671 16,6224 18,4753
8 9,5245 11,0801 12,0271 13,3616 15,5073 18,1682 20,0902
9 10,6564 12,2421 13,2880 14,6837 16,9190 19,6790 21,6660
10 11,7807 13,4420 14,5339 15,9872 18,3070 21,1608 23,2093
11 12,8987 14,6314 15,7671 17,2750 19,6752 22,6179 24,7250
12 14,0111 15,8120 16,9893 18,5493 21,0261 24,0539 26,2170
13 15,1187 16,9848 18,2020 19,8119 22,3620 25,4715 27,6882
14 16,2221 18,1508 19,4062 21,0641 23,6848 26,8727 29,1412
15 17,3217 19,3107 20,6030 22,3071 24,9958 28,2595 30,5780
16 18,4179 20,4651 21,7931 23,5418 26,2962 29,6332 31,9999
17 19,5110 21,6146 22,9770 24,7690 27,5871 30,9950 33,4087
18 20,6014 22,7595 24,1555 25,9894 28,8693 32,3462 34,8052
19 21,6891 23,9004 25,3289 27,2036 30,1435 33,6874 36,1908
20 22,7745 25,0375 26,4976 28,4120 31,4104 35,0196 37,5663
21 23,8578 26,1711 27,6620 29,6151 32,6706 36,3434 38,9322
22 24,9390 27,3015 28,8224 30,8133 33,9245 37,6595 40,2894
23 26,0184 28,4288 29,9792 32,0069 35,1725 38,9683 41,6383
24 27,0960 29,5533 31,1325 33,1962 36,4150 40,2703 42,9798
25 28,1719 30,6752 32,2825 34,3816 37,6525 41,5660 44,3140
26 29,2463 31,7946 33,4295 355632 38,8851 42,8558 45,6416
27 30,3193 32,9117 34,5736 36,7412 40,1133 44,1399 46,9628
28 31,3909 34,0266 35,7150 37,9159 41,3372 45,4188 48,2782
29 32,4612 35,1394 36,8538 39,0875 42,5569 46,6926 49,5878
30 33,5302 36,2502 37,9902 40,2560 43,7730 47,9618 50,8922

Pour les valeurs de n comprises entre 30 et 100, la variable y = 1/2.C2 - v/2.n- lsiit une loi normale centrée
réduite. Pour n supérieur & 100, il suffit d’ appliquer lethéoreme central-limit.

3.4.  Théoréme Central-Limit
Soit une suite ( X, ) de v.a. indépendantes de mémeloi de distribution, avec E(X) = met Var(X) =s2

14
Na (Xi - nl()
Lava Y =—=3=2 S converge vers une v.a. normale centréeréduitequand N ® +¥ .
X
JN
On peut écrire Y delafagon suivante:
N
o]
a (Xi - m<)
— i=1
s, ./N
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3.5.  Approximations
En utilisant le théoréme précédant pour un échantillon den déments. Quand N® +¥ ,ona:

Loi Binomiae (n, p) Loi Normale (N.p,4/N.p.q)
Prob(B=b)=C!.p°.q" "
E(B) =n.p n.p.q >10
Var(B) =n.p.q
Loi de Poisson (1 ) Loi Normale (I ,+/I )
p
Prob(P=p)=¢" Ip—l
E(P) =| | >30
Var(P) =1
4. Exercices

4.1. Automobilistes*

Une enquéte datistique portant sur 10000 automobilistes débutants a révélé que 10 d entre eux avaient provogqué un
accident mortel dans leur premiére année de conduite. On choisit 100 débutants au hasard, et on désigne par X le
nombre d’ entre eux ont provoqué un accident mortel dans leur premiére année de conduite.

a) A l'aidedequéleloi de probabilité peut-on &udier X ?

b) Calculer Prob(X = 0) et Prob(X = 2).

4.2. Bibliothéeque *

Dans une bibliotheque se trouvent 10 livres en langues étrangéres: 5 en anglais, 2 en allemand &t 3 en russe. On préléve

au hasard 5 de ceslivres. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:

a) 3livressont enanglais, 2 en russe.

b) 3 livres sont dans unelangue et deux dans une autre.

c) Soit X lavariable aléatoire qui, a chague tirage associe le nombre de volumes en russe prélevés. Déerminer laloi
de probahilité et I espérance de X.

4.3. Leslapins**

En général, un couple de lapins met au monde une portée de neuf lapereaux, comprenant deux lapereaux noirs, trois
blancs et quatre tachetés. On suppose que six lapereaux s échappent et que chague lapereau ala méme envie de prendre
la clef des champs. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque groupe de six lapereaux échappés associe le nombre de
lapereaux blancs qui en font partie.

a) Déerminer laloi de probabilité de X et définir sa fonction de répartition.

b) Calculer I'espérance de X, savariance.

44. Lesang*

Le sang humain possede la caractéristique appel ée facteur rhésus. Pour chacun des deux sexes la probabilité pour qu’un

francais soit R+ est de 85 % et de 15 % pour R-.

a) Laformation des couples est indépendante du facteur rhésus. Calculer la probabilité de chaque cas possible.

b) Pour les couples ou I'homme et R+ et la femme R-, 8 % des naissances nécessitent un traitement spécial du
nouveau né. Dé&erminer la probabilité p pour qu’ un enfant né de parents francais doive subir ce traitement.

c) Dansune maternité, il y a en moyenne 20 naissances par semaine. Quelle est la probabilité d’ avoir k nouveau-nés
devant subir letraitement? AN. k=0etk = 1.

d) Un enfant né a subit le traitement. Quelle est |a probabilité pour qu’ un second enfant né dans la méme semaine, ait
également a subir le traitement spécial ?

45. Tirages***

Une urne contient 3 boules numérotées 1, 2, 3. On effectue une suite de 100 tiragesindépendants avec remise. On note
100

X; le numéro dela bouletirée lorsdu i*™ tirage. Soit S = é, X, , indiquer le plus petit nombre s que I’ on peut trouver
i=1

tel que: Prob[200- s£ S£ 200+ 5| 3 90%

a) Aumoyendel’'inégalitéde Bienaymé-Tchébychev.

b) Au moyen du théoreme delalimite centrale.
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4.6. Téeéphone***

Dans une société, les employés d' un batiment A ont souvent besoin d’ appeler au téléphone un batiment B. Le béatiment
A a 300 employés et on congtate qu’ aux heures d' affluence chacun d’ entre eux veut téléphoner en moyenne 3 minutes
par heures au batiment B. Quel nombre minimum de lignes téléphoniques faut-il éablir entre A & B pour qu'un
employé de A ait une probabilité inférieure ou égale a 2.5 % de ne pas avoir une ligne a sa disposition. On effectuera
une approximation par uneloi normale.
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Chapitre 1V
AJUSTEMENTSET
ESTIMATIONS

I 1 = N[ = T I B =R
P2 N L S I Y = I TR
2.1,  FREQUENCESET PROBABILITES ...uuttttttteeeiiiiuttteeeeeessisastsseeesasssaasssssssesassssaasssssseseesssmassssseeseesssnssssseesessssnnsssneees
2.2.  VARIABLESSTATISTIQUES ET VARIABLES ALEATOIRES. . .cctiieiiiiittiteeeeeeesissnteeeessesssssnstseesssesssnsssssssssessssnnssssneees
2.3.  AJUSTEMENTSD’ UNE LOI DE DISTRIBUTION STATISTIQUE A UNE LOI DE PROBABILITE ....uciieiieeeienaas
P S I 1 =10 I 1 = T =i o 1= N T
S T I == 51U I T =
T Y I Y170 O 11 T
3.1, MOYENNE D UN ECHANTILLON 1.ittttttuuuesseeeteeesssusseessesssssnssesssssssassssessseessssnnsssesseeesssneeesteesssmsteerreer
3.2, VARIANCE D UN ECHANTILLON ..tttttttuusseeetieestsusseeessesssssassssssssssasesssssseessssnssssessssesssnnsesesteessssmnsseeereeessnns
B TG T I = T =Y U] 0] = N
34, TEST DE SNEDECOR ... cciittttuuiseeetttessusseessseessssssssssesssssassessssessamteesseesssssteeseeesss et
4., EXERCICES D AJUSTEMENT S .ottt ettt ettt s st e e e et e asaeetees baaaassessssasseesteeesaastss seeesssessssasrersees
g T I T Tt =] o @] =3
L NV AT N F=
G T |V, X7 X T N o X @ T 1
D EXERCICES D ESTIMATIONS.. ...ttt ettt e e e ettt et rrea et seeeetteeaes s e b seeeseeas eeeearbaaaarsreeeess
5.1, PIECESMECANIQUES™ ....coitiiitieitieiteesteestee st e ste e st e e s s e st e e st e e sae e sa e e sa e e s se e s r e e ss e e ss e e sre e smeesheesmeesmeesmeesneesmeesneesneesnnennnas
L T |V - o 1N =T
LT T 0 8T = - 0 T
LT B € U sy = = T
LT TR = T I =SSy N = = BT
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1. Généralites

Ce chapitrefait appd atousles résultats obtenus précédemment.

Nous étudierons dans un premier temps les gjustements, c'est a dire les méhodes permettant de vérifier qu'une
population d un univers aléatoire donné a les mémes propriétés qu’ un modée de distribution. C'est a partir de 1a que
nous pourrons prédire le comportement de cette population.

La seconde partie traite du probléme de trouver la meilleure fagon de calculer les paramétres du modéle a partir des
valeurs de I’ échantillon.

2. Ajustements

2.1.  Fréquences et probabilités
Lorsque I'on cherche a caractériser un événement aléatoire a I’aide d'un échantillon de N valeurs, on assimile la
fréquence observée de cet événement a sa probabilité. En effet la fréquence est |e rapport entre I’ effectif observé pour
une classe donnée et I'effectif total, alors que la probabilité est le rapport entre le nombre de cas favorable a
I’ événement donné et le nombre de castotal.
Cette approximation est d’ autant meilleure que I’ échantillon est important, mais on ne pourra jamais en déduire une
égalité entre fréquence et probabilité.

2.2. Variables statistiques et variables aléatoires
En faisant le rapprochement précédant, on en vient tout naturellement a faire la méme assimilation entre les valeurs de
lavariable statistique observée et lesvaleursdelav.a..

2.3. Ajustementsd’uneloi dedistribution statistique a une loi de probabilité

En faisant le relevé des fréquences observées de notre variable statistique, on essaie rechercher la loi de probabilité qui
soit la plus proche. Lorsque I’ on désire vérifier une hypothése donnée, on a le choix entre les méthodes graphiques et
les méthodes numériques.

24. DroitedeHenri
Pour vérifier I'ajustement d’ une observation a la loi Normale, on peut tracer la courbe de fréquence cumulée sur du
papier Gausso-Arithmétique. Si 1a courbe obtenue se rapproche d' une droite I’ gjustement est possible.
Le paramétre mest trouvé a I’intersection de I’axe des x et de la valeur cumulée 50 %. En faisant la différence des
intersections de |’ axe des x et des valeurs cumulées 15.9 % et 84.1 %, on trouve deux foislavaleur du parameétre s.

2.5.  Test du khi-deux

Le test du khi-deux est un test purement numeérique et bien plus précis que les vérifications graphiques. |l est valable
pour n’importe quelle loi de distribution. 11 suffit de calculer la valeur suivante :

N 2
2 _ o (ni - N'pi)
i=1 N. P
n; est I’ effectif observé pour une classe donnée. Afin que le test soit efficace, n; doit étre supérieur a5 % de N. On
peut faire des regroupements des classes extrémes pour vérifier cette contrainte.

pi est la valeur théorique de la probabilité pour |a classe donnée.
Nc est le nombre de classes utilisées pour le test.

c

Karl Pearson est néle 27 Mars 1857 a Londres. Il est mort le 27 Avril 1936.

K. Pearson a démontré que cette valeur suit uneloi du khi-deux a:
Nc - 1 degrés deliberté s I on connait tous les paramétres de laloi de probabilité que I’ on cherche a ajuster.
Nc -1 - k degrésdeliberté s'il afallut estimer k paramétres de cette loi.
En fixant un seuila de possibilités d'échec du test, on peut conclure favorablement lorsque la valeur calculée est

s e . 2 2 —
inférieure lavaleur limite €, telleque F(C; ) =1- a.
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Exemple :
On alancé 200 fois une piece et on arelevé 115 fois la face pile. La piece est ele truquée ? Vérifier cda par un test du
khi-deux au seuil 5 % puis 1 %. Conclusions.

Laloi théorique quel’ on va chercher a ajuster est smplement : Prob(face) = Prob(pile) = 0.5.
. _ (115- 20005)°  (85- 20005)°
20005 200.0,5
On regarde dans unetable delaloi du khi-deux a (2 -1) degrésde liberté, la valeur limite C ﬁqax pour un seuil de 5 % est
3.8415. Danscecasla, letest est négatif. La piéce est peut-étre truquée.

Pour un seuil de 1 % d'erreur, ontrouve C2, = 6.6349. Letest et cette fois positif. On ne peut donc pas conclure
avec certitude que la piéce est truquée dans ce cas puisque la marge d' erreur est plusfaible !!!

Calculons donc lavaleur deC

3. Estimations

Lorsque I'on cherche a déterminer un parameétre d’'une population P inconnue, on mesure la variable X sur un
échantillon de N valeurs. On estime le paramétre a de la population par la valeur A, calculée a partir des N échantillons.
A est un estimateur sans biaiss E(A) = a.

Il converge en moyenne quadraticque vers a, lorsque Var(A) tend vers 0 quand N tend vers|’infini.

3.1. Moyenned’ un échantillon

1 N
L’ egtimation de la moyenne mde la population P se fait en calculan N é . En effet :
E(X)=F = ax_—iéNl E(x)—N— m
s ] NS ON
Lavariance et :
o1 & 14 Z g?
Var(X) =— Var X |=— A4 Var(x)=——==2_
(%)= (‘31' N7 Var(x) ===
X est un estimateur sans biais de met converge en moyenne quadratique.
3.2.  Varianced’'un échantillon
N 14 A
Si on estime la varianceS % de la population P par S* ZN - (x. - X)?, ontrouve:
C'J\l 2 o A A 2 g‘ A2 g‘ N 2 R c’,\l R
a(x-m =g (x-X+X-m =g (x,- X) +q (X-m - 2(X- m.§ (x,- X)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
A A
Comme § (x; - X)=0
i=1
14 14 2 1 & A 2
—ax-m==qilx-X] +—a({X-m
Na (x-m Nel(. ) Ng( )
) N (-
_ 1 [0} A2 ' -m a2 2
—Ng(x-x) =S +(X-m)
Soit encore
EE) =Bl & (- m?|- E(X-m?[=—8 Var(x)- Var(X)
i=1 i=1
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On peut montrer également que :
2.(N-1).s"
N2
S est un estimateur biaisé de S % et converge en moyenne quadratique.
Lameilleur e estimation de la variance est donc :
N

N 1 & A
&= &=~ & (x-X)?
N-1 N-1ia;l(' )

Var($?) =

3.3. Test de Student
Etant donné deux échantillons de taille N; et N, pris dans des popul ations quel conques, et en estimant leur moyenne par

X_1 et X_2 , le test de Student propose de vérifier que ces deux échantillons ont bien la méme moyenne.
On peut montrer que lavariable T suit uneloi de Student aN; + N, - 2 degrés de liberté :

X, - X,
T= (X,- %) JN,+N,- 2

N, +N, 2 2
1772 (N,.S2+N,.S
\/Nl.Nz ( lsl 2 2)

Silavaleur T est inférieure ala valeur limite T fixée par le seuil a tel que F(T,,, ) =1- @, on peut conclure que
les moyennes des deux échantillons sont égales.

3.4. Test de Snedecor

GEORGE W. SNEDECOR (1881-1974).
Cetest permet de vérifier |’ égalité des variances de deux échantillons Gaussiens (Ioi normale).
Lavariable F suit uneloi de Fisher-Snedecor aN; - 1 e N, -1 degrés de liberté :

N,.S
— Nl' 1
CN,.S

N,-1
Si lavaleur F et inférieure & la valeur limite Frw fixée par le seuil a tel que F(F,,, ) =1- @, on peut conclure que
les variances des deux échantillons sont égales.

4. Exercicesd'ajustements

4.1. Lingotsd'or **
Un technicien a mesuré le poids des lingots d’ acier ala sortie du four.
Pddsd&clirgds(Kg{lSZéﬂ 154a15q15%6a159 1582160 160a 162162 4 164 164 a 164 166 a 163 1684170 1702172
Hfectif 3 5 12 18 24 0 24 18 10 4
a) Tracer ladroitede HENRY de cette satistique.
b) Estimer la moyenne et I’ écart-type graphiquement.
c) Veérifier numériquement cesvaleurs.
d) Faireun test du khi-deux au seuil 5 % pour vérifier que le poids deslingots suit uneloi normale.

4.2. Avions*
Ladurée des vals en caravelle d’ AlR-France Paris-Alger a été mesurée et rassembl ée dans | e tableau suivant :

Duée (heures) 19a199 1%a2| 2a205|206a2121a219215a2222a2
Nombe 19 19 39 48 87 A 104
Duée (heures) 225a2323a235235a2424a249245a2525a255

Nombe R 57 M 28 2% 13

a) Que sambleétrelaloi de probabilité ?
b) Estimer lamoyenne et | écart-type.
¢) Faireun test du khi-deux au seuil 5 %.

4.3. Magasind'outils*

Pendant 100 intervalles de 10 minutes, on a compté le nombre X d' ouvriers se présentant a un magasin pour emprunter
des outils. Vérifier le caractére Poisonnien de la loi de X par un test du khi-deux (ne pas oublier de rassembler les
classes extrémes).
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X 5(6]7]8]9(10|11|12 14 16{17]18{ 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25|>25
Effectiff 1] 0| 1| 2] 1[3]|5(6 413]1]1|1]|0

ol

B|&

5. Exercicesd'estimations

5.1. Piéces mécaniques*

On mesure les diamétres de pieces mécaniques dans un lot important fabriqué par une méme machine. Les valeurs
observées suivent une loi normale de moyenne 10.06 mm et d’ écart-type 0.18 mm. Si I’ on préléve au hasard dans ce lot
9 pieces, quelle est la probabilité pour que le diameétre moyen de cet échantillon soit :

a) Inférieur 210 mm?

b) Supérieur 210.15 mm ?

5.2.  Machine*

Une machine automatique remplit des paquets. L es poids en gramme sur un échantillon de 10 paquets sont :
297 ;300 ;295 ;297 ;300 ;310 ;300 ;295 ;310 ;300.

a) Calculer le poids moyen de I’ échantillon et son écart-type.

b) Donner une estimation de |’ écart-type de la population.

5.3. Loinormale*

Soit X une v.a. qui suit une loi normale d' écart-type 0.31 et de moyenne m inconnue. On prend un échantillon de 100
valeurs de moyenne . Trouver un intervalle contenant m avec une confiance de 95 %.

54. (Eufsfrais*

Soit p le pourcentage d' caufs frais dans la livraison hebdomadaire d’ un supermarché. Dans un échantillon de 100 caifs
on a constaté que 76 d' entre eux possédaient cette qualité. En déduire I’ intervalle de confiance de p a 98 %.

5.5. Billesd'acier **

Dans un contréle journalier effectué a la sortie d’ une chaine de fabrication de billes d’ acier, sur un échantillon de 900

billesil ressort que leur poids suit uneloi normale de moyenne 62.33 mg et d’ écart-type 6.54 mg.

a) Estimer I’ écart-type théorique de la production journaliére.

b) Estimer le poids moyen journalier au sein de la production par un intervalle de confiance symétrique au niveau
95%.

c) Que devrait ére lataille de I’ échantillon pour situer le poids moyen dans un intervalle symétrique de +4 mg avec
une sécurité de 95% ?

d) Dans quelle proportion doit évoluer la taille de I’ échantillon, s I’on veut un intervalle symétrique deux fois plus
petit ?

€) On dispose d'un lot de 10 hilles dont les poids sont en mg : 70 ;61 ;69 ;67 ;60 ;63 ;63 ;66 ;64 ;73. Peut-on
considérer ce lot comme extrait au hasard de la production journaliére de I’ usine au niveau de confiance 95% ?
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Chapitre V
FILESD'ATTENTE

I ] = N[ == T T = 2
1.1. PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT tuuuuiieiiiietstusseessseestsssseesseessssnssssssessssmssessseesssmseesseess 2
2. FILESA PROCESSUSMARKOWVIENS. . ...t eeeet et eee et ee e eeeeeeeeseeeeaesessessasasses seeeeesseesssesssessesesiesns 3
2.1, CASD UN SEUL GUICHET & K = L oiiiiiiiiiiiiiiiiitiie e e e ettt s s e s e e s eet s s e e e s s eeabbassesesseaabaa s sesssensbbareeeanes 3
A O N ] = N = = T 4
2.3.  MODELE POUR LESRESEAUX TELEPHONIQUES .....cceiiiutvreeeeeeeesiiuttteeeeeessssnnssseesssesssassssesesassssnnnsssssesassnnn 5
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1. Geénéralités
Un phénomeéne d' attente peut-étre représenté comme un nombre aléatoire de « clients » arrivant devant un nombre k de

« guichets » ou ils resteront pendant une durée aléatoire. Les clients sont patients et respectent leur ordre d' arrivée (file
FCFS: First Come First Served). Lafile d' attente est commune a tous les guichets qui sont équivalents.

1.1. Processus de naissance et de mort

On défini ce processus comme une chaine de Markov dans laquelle, on passe d'un éat n a I'éat n + 1 avec la
probabilité| ,.dt (processus de naissance) et del’éat nal‘éat n- 1 avec la probabilité m,.dt (processus de mort).

(d) = (- 1 .db).(1- m..dt) » 1- (m, +1 ).dt
Prob (dt) = @- | .dt).m..dt » m,.dt
Prob,,.,. i (A0 = | ,.0t.(1- m.dt) » 1 .d

P 0y oo (A1) =1 .dt.m,.dt » 0

A l'ingant t + dt pour n= 0, onaura:
Prob(t +dt) = Proby, oo o (dt).Proby(t) + Proby. . (dt).Prob, (dt)

Prob, (t +dt) = (1- | ,.dt).Prob,(t) + m.dt.Prob,(t)
Demémepourn>0:
Prob, (t+dt) = Proby, . o - (dt).Prob, (t) + Prob

+Prob_ (dt).Prob..,, (1)

Vie(n+1)C Mort(n+1)

Prob,(t+dt) = (- (m, +I ,).dt).Prob,(t) +I _,.dt.Prob,_,(t) + m,,.dt.Prob, ., (t)

Vie(n)GMort(n)

VTe(n)(;Mort(n)

(dt).Prob,_,(t)

Vie(n- 1)GMort(n- 1)

En régime permanent, les probabilités ne sont plus fonction du temps:
PB=@1-1y).P+n.P b |, ,P=mn.P

P.=@- (m +I).dt).P, +I|  ,.dt.P _,+m,, .dt.P .
rnw+1'Pn+1 = (mq +1 n)'Pn - n-l'Pn-l

o

PP.=2—PR=0r,pR
i=0
Om., '
i=0
g
P, est obtenu par normalisation@ P, = 1.
n=0
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2. Filesa processus Markoviens

Les arrivées suivent un processus de Poisson de paramétre a . La probabilité de voir un nouveau client arriver pendant
laduréedt (cf. ch. 11l §1.5.2) : Prob, (dt) = a.dt

La durée de servicet suit uneloi Exponentielle de paramétreb : g, (b,t) =b.e ®*.

a
Onvaposer I = — (mesuredu trafic en Erlangs).

b

Il est nécessaire quer < K pour ne pas voir la file d’ attente s allonger indéfiniment. On appelle la charge du systéme,

r
lavaleur du trafic par guichet: C = K <1.

On vadéfinir lesv.a. suivantes:

N est lav.a. égale au nombre de clients dans e systeéme.

O edt lav.a. égale au nombre de guichets occupés.

| est lav.a. égale au nombre de guichets inoccupés.

F est lav.a. égale au nombre de clients dans la file d’ attente.

Onadonc:

N=F+0O k=1+0

F=0s N£k 1=0s N3 k

Letemps de réponse Tr delafile d'attente est donnée par lafor mule de Little pour un systéme en équilibreotily aN

clients en moyenne et ol le taux moyen d'arrivéesest | : Tr = —.

L e temps de réponse est la somme du temps d' attente Ta et du temps de service Ts.

21. Casdunseul guichet: k=1

Soit Nd, le nombre de départ al’instant dt et Tsle temps de service:
dt

dt
Pr by, (dt) = Prob(Ts£ dt) = g, (b,t).ct = (p.e > .dt =[- €] =1- €°* »b.dt
0 0
On obtient alors pour i 3 0O:
| . =a U
i i nol
m, =byp P, =Qr.P,=r".R,

i=0
ro=r '0

¥ ¥
1
OntrouvelavaleurdePoenécrivantque:é, P =1= é, r'.p, :—1 p PP P=1-r
n=0 n=0 =
g 3 . r r
EIN)=anP,=anr".p,= ~.P =
n=0 n=0 (1- r) 1-r
¥ ¥ ¥ 2 2
o o n o Nl r r
EF=am-).P=am-Hr".PR=anr"™.p,= ~.P, =
n=2 n=2 n=1 (1_ r) 1-r
9
E()=a (1- n).P, =R, =1-r
n=0
E(N) 1
E(THN=—""7F=——
(T a b-a
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Letemps de service moyen est I’ espérance d' uneloi g, (b,t) = b e !

¥ ¥ A b.t ¥

N < e-e " u 1
E(T9 = ¥.9,(b,t).dt = (p.t.e ™ .dt :[- t.e‘b-*] o e’ .dt =0- 0+ eTu :O+B:

0 0 Uy
Letempsd’attente moyen est alors:

E(Ta) =E(Tr- T9 =E(Tr)- E(T9 = b

Ol

1 a _r_E(F
"b Db(b-a) b-a a
E(Ta) a r

E(T9 b-a 1-r 1-C

Ta/Ts en fonction de la charge C

Le systéme est efficace pour C £ 75% , car £ 3 pour CE£ 75%.

40

35

30

25

20

15

10

2.2. Casgénéral
On reprend le méme raisonnement, mais avec une petite variante :

Si on suppose s guichets occupés, la probabilité de voir un départ apres un temps dt est s fois plus importante que
lorsgu’il y a un seul guichet (les guichets fonctionnent indépendamment les uns des autres).

Onatoujours P, =r.P,, donc pourn £k

rn
m, =nbp rn——b P, = O R=rr R
i=0 .
etpour N> K :
=kbb —er—&-’)er—rn-kP— r’ P
rnw_' rn_k n_i:kk'k_kn-k'k_k!.kn-k'o
On trouve la valeur de P, en écrivant que:
¥ k n ¥ n k-1, n n k-1,n ¥ n+k
ar=1=8-p+8 L —p-= ér P+ a P=a—.P+a ——
n=0 " n=0 n!. 0 n:k+lkn-k-k!. 0 n:0 kn “ kl. 0 n=0 n!. 0 nOkn kl 0
r
k-1, n k — k-1, n k
o I r.p, Kk oo I r<.p, kr
1=-a —.P,+ : =a —.P,+ :
1- )
k
P = 1
O_kdlrn rk+l
ai
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r
£ n-K).P. = 0k " 3 nr”*".Po_r".P0 K
(F) nak.+1( ) nak.+1( )knk kl n=1 . knkl - k! r 2
@)
r k+1 F)
— 1o
E(R) = (k- Dl.(k-r)?
& L &P &nr"R, & r"R & r".R
Fh=atiemh =ka - a T ka8
Sir".P, k. " Sir".P
B = (k- 1.8 2+ = (ke DA P - & (ke )
n=0 : : n=0 :
E()=k-r
r k+1 F)
- S = ) — 7o
E(N) =E(F+k- 1) = E(F) +k- E(l) TR
E(Tr _E(N) 16 €. r .p, u
(M= bS (k- D!.(k-r)?H

Le temps de service moyen est |'espérance de k loi g, (b, ,t) =b,.€®" en parallées avec une probabilité ai. La
distribution du temps de service est uneloi hyper-exponentielle :

Ho(t) = 601 a.b,.e™"

¥ bt Sa 14 1
E(Ts)—d Hg(t)dt—daabe dt—aa E[gl(b,,t)]=ab— Baa b
i=1 i=1 i=1
Letemps d attente moyen eﬂ aors:
E(Ta) = E(Tr). E(Tg = ED) 1_1¢€ r.py u_1 r“.p,
(Ta) =EB(InN- B9 =—""-4 b'g g (k- Dl.(k-r)? 1H_b'(k-1)!.(k- r)?
E(Ta) _ r.p, _ (kO*.R, _ kk.R,.C*

E(TY (k- Dl.(k-r)? (k- Dl.(k- k.C)? k!.(1- C)?
Le systéme est efficace pour C £ 75% .
2.3. Modéle pour lesréseaux téléphoniques

Lorsque tous les guichets sont occupés, s un client arrive il est rgeté. C'est le modéle utilisé par Erlang pour les
réseaux téléphoniques (k représente le nombre de lignes de I” autocommutateur).

1
Dans ce cas particulier, P, = 0 pour N> K, onaalors: Py = — i
[
& n
& Sr"P & nr".P Sr".P & r".P
E(l) = k-n).P, =k. S 9 — k. 0 0
=ate-n.h=ka =" a=—==ka =" a )
kl n
E(D)=(k-r). a C+k.P =(k-r).(1- R)+k.P, =k- (1- P).r

E(N)—E(F)+k- E(I):(l- P,).r
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La probabilité de perte d un client est donnée par laformule d’'Erlang :

k

I:)k: I:)0: c|’< rn

kl.a —
n=0

n!

rX r
.

Probabilité de perte P(rho,k=10)
10 T T T T
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Travaux Pratiques Math n° 1
Statistiques

1.

I ntroduction :

Les TP ont éé développés sous MATLAB (MATrice LABoratory). Une bibliothéque de fonctions statistiques et
probabilités a éé développée spécialement pour ces TP. En annexe, vous trouverez quelques rappels sur les
principales fonctions MATLAB utiles...

Vous devez rendre un compte rendu (sous WORD) par binéme, en indiquant a chaque fois les fonctions
MATLAB que vous avez utilisé. Essayez de condenser au maximum la place des graphiques que vous rendez,
C'est adire jamais une seule figure par page! ! !

2.

Régression linéaire

Lefichier REGRES1.MAT contient un tableau des points.

a)
b)
©)

d)

€)

a)

©)

Charger cefichier dans votre environnement de travail et vérifier quelesvariables x et y existent bien.
Afficher le nuage de points (X, y). Quele semble érelardation entrex ety ?

Fabriquer une fonction MATLAB qui effectue tous les calculs de la régression linéaire de Y en X.
Déterminer les coefficientsa, b, ¢, d delardationY =aX +bet X =c.Y +d.

Tracer les deux droites sur le méme graphique que le nuage de points.

Comparer le produit a.c et le carré du coefficient de corrélation linéaire r. Démontrer la relation
analytiquement.

Approximations

Charger lefichier REGRES2.MAT. Combien il y a-t-il de points?
Calculer lescoefficientsdelarégression linéairede Y en X.
Larégresson Z = Y2 et-elle meilleure ?

Larégresson W =log(Y) est-elle meilleure ?
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Travaux Pratiques Math n° 2
Probabilités

1. V.a. discréetes: Lesloisde probabilité Prob(X = x) = p(x)

a) Loi Binomiae:
a) Quelessont lesvaleurs possiblesde X ?
b) Qudlerdationil y a-t-il entrela position du maximum et lesvaleursden et p ?
(on prendran = 10, p = 10 %, 20 %, 30 %, 40 %).
c) Calculer Prob(B = 6) pour n=40 et p= 10 %. Vérifier par le calcul direct.
b) Loi dePoisson:
a) Quelessont lesvaleurspossiblesde X ?
b) Qudlerdationil y a-t-il entre la position du maximum et lambda ?
(on prendra Lambda = 2, 5, 10, 20).
c) Calculer Prob(P = 12) pour Lambda = 10. Vérifier par le calcul direct.

2. V.a. continues : Lesdensités de probabilité f(x)

a) Loi normale:
a) Quelessont lesvaleurs possiblesde X ?
b) Que sepasse-t-il lorsqgue mu augmente en ce qui concerne le maximum et |'enveloppe ?
(onprendramu =-1, 0, 1 et Sgma =1 et x sur l'intervalle [-6, 6]).
¢) Que sepasset-il lorsque sigma augmente en ce qui concerne le maximum et 'enveloppe ?
(onprendramu =0 et sigma=1, 1.5, 2 et x sur l'intervalle [-6, 6]).
d) Calculer ladensté de probabilité f(1.52) pour mu = 0 et sgma = 2. Vérifier par le calcul direct.

3. Lesfonctionsderépartition F(x) = Prob(X <=x)

a) Queleedt lardation entre F(x) et p(x) ?

b) Quedlees lardation entre F(x) et f(x) ?

c) Afficher lafonction de répartition de LB(20,0.4), de LP(10) et de LN(O, 1).
d) Calculer Prob(4 <= B < 10), Prob(8 <= P< 14), Prob(-1 <= N < 1).
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Travaux Pratiques Math n° 3
Estimations

a)

<)

a)

<)

3.

Estimation de la moyenne d'une population

Lafonction vstatl généere unev.a.. Est-ce une variable continue ou discontinue ?
Fabriquer un échantillon E de 50 valeurs. Estimer la moyenne M de cette v.a..

Sur 100 échantillons (repérés par I'indice i) de N = 50 valeurs, estimer la moyenne Mi.
Tracer la courbe Mi = f(i).

Estimation de la variance d'une population

Comparer lerésultat delafonction var(E) et delafonction MATLAB cov(E). Expliquer.

Quelle est la valeur del'estimation non biaisée de la variance de la population ?

L'estimateur M de la moyenne de I'échantillon E peut-étre considéré comme une v.a.. Vérifier que lorsgue la
taille N de I'échantillon augmente, la variance de M diminue. On prendra successivement des échantillons de
taille 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50.

Vérification del'inégalité de Bienaymé-T chebytchev

On admet que lav.a. a une espérance m de 2.5 €t une variance s de 1.25.

a)
b)

4.

Déterminer |a probabilité théorique maximum de trouver une valeur de | M - m | supérieure a alpha.m.
Vérifier cette inégalité pour 100 échantillons en fonction de N. On pourra calculer les 100 valeurs de
I'etimateur M et faire le compte des valeurs qui vérifient la relation du a). Ensuite comparer le résultat au
calcul théorique.

Application

Soit lanouvellev.a. vstat2.

a)
b)

<)

Est-elle continue ou discréte ?

Déterminer le nombre N de valeurs minimum de |'échantillon E pour que I'estimation M de la moyenne soit
connue a 1% avec une probabilité derreur de 5%. On pourra faire une premiere estimation sur un
échantillon de 100 valeurs de la moyenne et de la variance pour calculer N.

Egtimer la moyenne et la variance.
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Travaux Pratiques Math n° 4
Ajustements

Ajustements

Charger lefichier AJUST.MAT. Il contient trois échantillons, quel est le nombre de valeurs de I'échantillon
X2 7?

Qud et letype de variable de cet échantillon ?

Tracer la densité de probabilité de cette v.a., sur 20 classes. Quelle est lalargeur d'une classe ?

Quelle semble érelaloi de probabilité théorique ?

Tracer ladroite de Henri sur 20 classes. En déduire graphiquement la moyenne et la variance.

Vérifier cesvaleurs par des estimations numériques.

Tests du khi-deux

Pour les échantillons x2, x3, x4 :

a)
b)
©)

d)

Estimer la moyenne et |a variance.

Qued est I'effectif observé No sur 10 classes ?

Déterminer laloi théorique et I'effectif théorique pour chagque classe (Ne pas oublier de regrouper les valeurs
des classes extrémes!).

Quelle est la valeur théorique maximum du khi-deux au seuil 5 % ? Quelle est la valeur pratique ?
Conclusion.

NB : Définissez le type de variable, et utilisez soit la fonction [No, delta, z, f] = dpc(x,nbclasses) pour
une v.a. continue, soit [No, z, p] = Ipd(x) pour une v.a. discréte.
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